
Resumo: O Vehicle and Crew Scheduling Problem (VCSP) é um difícil problema de Otimização Combinatória, objeto de 
pesquisa continuada ao longo dos últimos anos. Tendo em consideração a gama de variáveis relacionadas com o VCSP, há 
uma série de características práticas do problema que não têm sido contempladas nas soluções geradas computacionalmente. 
Os modelos existentes na literatura focam somente na minimização de custos. No entanto, outros objetivos ou critérios devem 
ser considerados como, por exemplo, a redução nos intervalos de lanche dos tripulantes. Este artigo tem como objetivo repor-
tar o desenvolvimento de uma abordagem multiobjetivo, baseada em um Algoritmo Genético, para a otimização integrada da 
programação de veículos e tripulações em sistemas de transporte público. Experimentos computacionais são apresentados e 
discutidos. Os resultados obtidos apontam para a possibilidade de, com o uso da abordagem proposta, se obter ganhos signi-
ficativos em termos de custos de operação e em termos da redução dos tempos de planejamento.
Palavras-chave: Transporte Público; Otimização Combinatória Multiobjetivo; Pareto-based Selection Algorithm.

Abstract: The integrated vehicle and crew scheduling problem is a hard, widely studied Combinatorial Optimization problem 
over the years. Taking into consideration the range of variables related to the planning process of vehicles and drivers, there are 
several practical characteristics of the problem that are not reflected in the solutions generated computationally. The existing 
models focus on minimizing costs. However, other objectives must be considered as for example the reduction of meal breaks 
for the crews. This paper aims at presenting a multiobjective approach for the integrated vehicle and crew scheduling problem 
in public transport systems based on Genetic Algorithms. Computational results with real instances are presented and discussed. 
These results indicate that this new approach has a considerable potential for achieving significant gains in terms of operation 
costs and reduction in planning times.
Keywords: Public Transport, Multiobjective combinatorial optimization, Pareto-based Selection Algorithm.
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1. INTRODUÇÃO

No que concerne aos ônibus, o planejamento dos 
transportes urbanos pode ser decomposto nas seguintes 
principais etapas (Ceder, 2002): definição da rede de trans-
portes, definição da tabela de horários, programação dos 
veículos, programação das tripulações e rotação das tri-
pulações. A programação de veículos e de tripulações têm 
sido objeto de inúmeras atividades de pesquisa, devido aos 
ganhos significativos que podem resultar da sua otimização 
(Daduna e Paixão, 1995; Wren e Rosseau, 1995).

Diversos pesquisadores têm relatado a forte intera-
ção entre os problemas de escalonamento de veículos e de 
motoristas e os ganhos em considerá-los conjuntamente 
(Friberg e Haase, 1999; Gaffi e Nonato, 1999; Freling et 
al., 1999). O problema integrado é usualmente denomi-
nado Vehicle and Crew Scheduling Problem – VCSP. 

Para resolução do VCSP, várias abordagens vem sen-
do reportadas na literatura. Diversos trabalhos apresentam 
modelos matemáticos para o VCSP com um único depósito, 
tais como Freling el al., (1999),  Friberg e Haase (1999), 
Haase et al. (2001) e Huisman (2004). Outros trabalhos 
apresentam modelos matemáticos para o VCSP com múlti-
plos depósitos, tais como Gaffi e Nonato (1999), Fischetti et 
al. (2001), Freling et al. (2003), Huisman (2004), Huisman 

et al. (2005), Weider (2007), Fleurent e Rosseuau (2007), 
Groot e Huisman (2008),  Mesquita e Paias (2008), Mesqui-
ta et al. (2009), Steizen et al. (2010) e Kliewer et al. (2012). 
Foram apresentados testes em instâncias reais e geradas ale-
atoriamente e os resultados apontam que estas formulações 
tendem a não permitir a obtenção de soluções exatas para 
problemas reais de grande porte. 

Abordagens baseadas em heurísticas e meta-heurís-
ticas são reportadas em Ball et al. (1983), Falkner e Ryan 
(1992), Patrikalakis e Xerocostas (1992), Wren e Gualda 
(1999), Valouxis e Housos (2002), Rodrigues et al. (2006), 
Laurent e Hao (2007), Laurent e Hao (2008), Bartodziej et 
al. (2007), Steinzen et al. (2007), Steizen (2007) e Laurent e 
Hao (2008). As abordagens heurísticas reportadas padecem 
de pouca generalidade, no sentido em que são muito espe-
cíficas aos problemas para os quais foram desenvolvidas.

Diante da complexidade de tratar o VCSP de forma 
exata, algoritmos heurísticos vêm sendo propostos na lite-
ratura (Ball et al., 1983; Patrilakakis e Xerocostas,1992; 
Valouxis e Housos, 2002). Tais abordagens primam pela de-
composição do problema integrado nos problemas isolados 
(programação de veículos e de tripulantes), sendo buscada 
uma integração a posteriori.

Alguns softwares também foram desenvolvidos para 
a resolução do VCSP em casos reais (Falkner e Ryan, 1992; 
Wren e Gualda, 1999; Rodrigues et al., 2006). Esses sis-
temas empregam regras práticas usadas pelos planejadores 
de empresas de transporte público para a obtenção de boas 
soluções em termos práticos.

Dada a dificuldade de obtenção de soluções de ele-
vada qualidade para o VCSP, o uso de heurísticas se mostra 
bastante limitado. Deste modo, diversos trabalhos apre-
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sentam meta-heurísticas para a resolução do problema 
em foco, tais como Laurent e Hao (2007), Laurent e Hao 
(2008), Bartodziej et al. (2007), Steinzen et al. (2007), Stei-
zen (2007), Laurent e Hao (2008), Silva e Cunha (2010), 
Silva e Prates (2014) e Silva e Silva (2015). As abordagens 
heurísticas reportadas padecem de pouca generalidade, no 
sentido em que são muito específicas aos problemas para os 
quais foram desenvolvidas. 

Levando em consideração a gama de variáveis rela-
cionadas à programação de veículos e tripulações, existem 
diversas características práticas que nem sempre são refleti-
das nas soluções geradas. 

Como objetivos mais comuns para a programação de 
veículos, podem ser destacados: minimização do número de 
veículos; minimização do número de mudanças de linhas; 
minimização do número e do comprimento das viagens em 
vazio; e minimização dos tempos ociosos dos veículos nos 
términos (Baita et al., 2000). 

Como objetivos mais comuns para a programação de 
tripulações, podem ser destacados: minimização do custo 
dos serviços selecionados (Wren e Rosseau, 1995); minimi-
zação do número de trocas de motoristas por veículo (chan-
geovers); minimização do número de tramos descobertos 
(leftovers); minimização do número de serviços em uma so-
lução (Lourenço et al., 2000); minimização da duração dos 
leftovers; minimização dos tempos ociosos; e, minimização 
do número de tripulantes (Dias, 2005).

Diante do exposto, pode-se observar a necessidade 
do desenvolvimento de abordagens que contemplem múlti-
plos objetivos na resolução do VCSP.

Este trabalho tem por objetivo reportar o desenvol-
vimento de um Algoritmo Genético Multiobjetivo para o 
VCSP, baseado no algoritmo Pareto-based Selection Algo-
rithm II (PESA – II).

As próximas seções do artigo são estruturadas como 
segue. Na segunda seção, é apresentada a definição do 
problema. Na terceira seção, é apresentada a formulação 
matemática proposta para o problema. Na quarta seção, é 
apresentado o Algoritmo Genético Multiobjetivo proposto. 
Na quinta seção é apresentado o Estudo de Caso, inerente 
à cidade de Fortaleza, Brasil. Na sexta seção, são apresen-
tados os resultados obtidos. Por fim, na sétima seção, são 
apresentadas as principais conclusões e recomendações 
para estudos futuros.

2. DEFINIÇÃO DO PROBLEMA

Dada uma tabela de horários com um conjunto de 
viagens, a programação de veículos (vehicle scheduling) 
consiste na alocação de veículos às viagens, usualmente 
objetivando a minimização dos custos operacionais. Na 
programação das tripulações (crew scheduling), um tramo 
(piece-of-work) consiste na menor unidade de trabalho de 
um tripulante. Um serviço (duty) é um conjunto de tramos 
cobertos por um tripulante.

O problema em estudo consiste no atendimento si-
multâneo de viagens por veículos e de tramos por tripulan-
tes. A programação de veículos é de complexidade menor 
do que o problema de programação de tripulantes (Daduna 
e Paixão, 1995; Wren e Rosseau, 1995). Como a programa-
ção de tripulantes tende a ser a maior fonte de complexida-

de do problema integrado, devem ser buscadas estratégias 
para facilitar a sua resolução.

Em problemas de planejamento operacional de siste-
mas de transporte público, abordagens baseadas em cobri-
mento (Set Covering Problem – SCP) e particionamento de 
conjuntos (Set Partitioning Problem – SPP) são corrente-
mente utilizadas (Dias, 2005). 

Abordagens baseadas no SCP têm a vantagem de 
permitirem uma solução mais rápida; todavia, devido a 
poderem ocorrer overcovers (cobertura de um tramo por 
mais de um serviço), tais soluções necessitam de corre-
ções para serem aplicadas na prática. Abordagens basea-
das no SPP são de resolução mais difícil, porém, por não 
permitirem overcovers, são mais atrativas do ponto de 
vista prático.

Huisman (2004) salienta que, para o caso particular 
do VCSP em que changeovers não são permitidos, pode-se 
adoptar uma abordagem baseada no SCP. Por conseguinte, 
uma abordagem baseada no SPP também pode ser utilizada. 
Conforme Klabjan et al. (2001), os principais motivos pelos 
quais o problema de scheduling de tripulações baseado no 
SPP torna-se difícil, são o grande número de serviços ad-
missíveis, a sua estrutura complexa e a natureza de custos 
não-linear. 

A função objetivo do SPP consiste em um produto 
escalar de um vetor de custos e um vetor de variáveis de 
decisão. Logo, o problema tem uma estrutura de custos ex-
plícita de caráter linear. Contudo, de um modo implícito, 
esta estrutura pode ser não-linear. Tal particularidade se evi-
dencia em problemas do tipo crew scheduling.

Em problemas de planeamento operacional de trans-
portes públicos, um serviço pode ser visto como a cobertura 
de um conjunto de tramos. O custo de um serviço está re-
lacionado com o pagamento da tripulação. Devido às le-
gislações trabalhistas em vigência na maioria das grandes 
cidades, os serviços de tripulações não são pagos por hora 
trabalhada, mas por jornada de trabalho. Deste modo, ser-
viços que cubram quantidades de tramos diferentes podem 
vir a ter o mesmo custo. Por conseguinte, a relação entre o 
custo do serviço e a quantidade de tramos cobertos não é 
diretamente proporcional. Em outras palavras, tal relação 
é não-linear.

Outros aspectos estão associados a essa não-linea-
ridade: serviços de diferentes tipos (serviços seguidos ou 
serviços partidos) têm custos diferentes (não explícitos), 
assim como a percentagem de diferentes tipos de serviço na 
solução final. Esta relação é claramente não-linear e tem um 
custo na qualidade da solução

Outra fonte de não-linearidade da estrutura implí-
cita de custos do SPP é o pagamento de horas-extras. Ao 
se exceder a duração da jornada de trabalho, para que um 
serviço possa cobrir mais tramos é necessária a adição 
de um valor extra a ser pago, o qual é proporcionalmen-
te mais oneroso do que uma hora trabalhada em jornada 
normal. Tem-se, novamente, uma evidência da não-line-
aridade de custos do SPP.

Uma forma de evitar, na medida do possível, sua 
natureza de custos não-linear, é trabalhar com uma função 
objetivo que, em vez de procurar minimizar os custos dos 
serviços a serem selecionados, procure minimizar os tramos 
não cobertos. 
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O problema tratado neste artigo possui duas funções 
objetivo, descritas a seguir: 

• Minimização de tramos descobertos (leftovers). A
ocorrência de tramos que não são cobertos por ser-
viços regulares requer a adição de horas extras, que
são pagas com acréscimo de 50%. Deste modo, ao se
minimizar este não-cobrimento, são geradas soluções
que reduzem os custos operacionais.

• Minimização de tempos ociosos. Os tempos em que
um veículo fica parado entre a operação de duas
viagens consecutivas gera diversos problemas. O
primeiro deles é o uso ineficiente dos veículos, que
consistem em recursos onerosos. Quando um veículo
possui um tempo ocioso superior a duas horas, este
é recolhido para a garagem (movimento de pull-out).
Assim, percebe-se que o aumento dos tempos ocio-
sos também corrobora para o incremento das viagens
em vazio, as quais incorrem em diversos problemas,
tais como ineficiência operacional e problemas de
congestionamento viário.

A obtenção de abordagens gerais para os problemas 
de programação de veículos e de tripulantes é pratica-
mente inviável, visto que as empresas e cidades tendem a 
adotar seus conjuntos de regras operacionais e de legisla-
ção trabalhista (Daduna e Paixão, 1995; Wren e Rosseau, 
1995). O problema em estudo leva em consideração as ca-
racterísticas do sistema de transporte público por ônibus 
de Fortaleza, Brasil. 

As principais características da programação de veí-
culos e tripulantes em Fortaleza são apresentadas a seguir: 
(i) a programação é realizada para cada linha, individu-
almente; (ii) não são permitidas trocas de veículos entre 
linhas durante os intervalos para folgas; (iii) cada linha 
é operada por um conjunto de empresas; (iv) os tempos 
de viagens em vazio (deadheads) no início e no término 
da operação de um veículo (pull-in e pull-out) não são 
considerados na programação, uma vez que não se sabe, 
a priori, quais as empresas que vão operar uma determi-
nada linha; (v) a jornada de trabalho é de 07h20min, que 
corresponde ao valor mínimo remunerado à tripulação, 
sendo permitida uma jornada máxima de 09h20min, com 
a adição de horas extras, que são pagas com acréscimo 
de 50%; (vi) é obrigatório um intervalo (não remunerado) 
para lanche, que deve ter uma duração mínima de 30min. 
O intervalo de lanche deve, preferencialmente, estar com-
preendido num intervalo de 30min a 1h. Intervalos entre 
1h e 2h são permitidos, mas geram reclamações entre os 
tripulantes; (vii) devido a um acordo entre as empresas e 
os trabalhadores, um valor máximo de 30% das viagens 
pode possuir intervalos superiores a 2h; e (viii) changeo-
vers não são permitidos.

3. FORMULAÇÃO MATEMÁTICA

A seguir é apresentada a definição e a notação dos 
elementos para o modelo proposto para o VCSP. Nesse mo-
delo, as trocas de tripulante por veículo (changeovers) são 
proibidas. Seja uma matriz, denotada por A, a qual represen-
ta o conjunto de serviços gerados. O número de linhas de-

sta matriz representa o número de tramos (piece-of-works, 
isto é, menor unidade de trabalho de uma tripulação) e o 
número de colunas o número de serviços (conjunto de ativi-
dades efetuadas por uma tripulação na sua jornada diária de 
trabalho). O elemento aij=1 se o serviço j cobre o tramo i, 
sendo 0 caso contrário.

Dada uma matriz A, de ordem m×n, com elementos 
aij ∈{0,1}; uma matriz B, de ordem m×p, com elementos 
bik ∈{0,1}. A matriz A, a qual possui m linhas e n colunas, 
contém serviços viáveis que respeitem a legislação traba-
lhista, enquanto a matriz B, que possui m linhas e p colunas, 
contém serviços inviáveis. É importante destacar que não 
existe penalização em não se cobrir uma linha da matriz 
B, tendo em vista que este tipo de serviço não é prioritário.

Seja xj uma variável de decisão binária que é igual a 
um se o j-ésimo serviço da matriz A está na solução, sendo 
zero caso contrário; yk uma variável de decisão binária que é 
igual a um se o se o k-ésimo serviço da matriz B está na so-
lução, sendo zero caso contrário; zi uma variável de decisão 
binária que é igual a um se a i-ésimo tramo não é coberto, 
sendo zero caso contrário e γ o número máximo de serviços 
da matriz B permitidos. O modelo matemático para o VCSP 
sem changeovers é definido como segue:
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 ti ≥ 0 e inteiro       ∀ i = 1, …, m.

A função objetivo representada pela equação (1) pro-
cura minimizar o número de tramos descobertos. Caso o 
i-ésimo tramo não possa ser coberto, zi = 1. A função ob-
jetivo representada pela equação (2) procura minimizar o 
tempo ocioso dos veículos entre duas viagens consecutivas. 
A restrição (3) impõe que um número máximo d de colunas 
das matrizes A e B sejam selecionadas na solução. O con-
junto de restrições do tipo (4) garante que os tramos serão 
cobertos por colunas sem interseções de linhas em colunas 
distintas, e, caso isso não seja possível, zi=1. A restrição do 
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tipo (5) impõe que a quantidade máxima de serviços inviá-
veis não seja excedida. Por serviço inviável entende-se um 
serviço que não atenda plenamente às regras trabalhistas. 
As expressões (6), (7), (8) e (9) impõem o caráter discreto 
das variáveis. Deve-se observar que as variáveis zi e ti são 
auxiliares, sendo que não representam, de fato, decisões. 

Sobre a questão da inviabilidade dos serviços em 
uma dada solução, podem ser apresentados os seguintes 
comentários. A legislação trabalhista impõe um intervalo 
não remunerado para lanche, com duração mínima de 30 
min e duração máxima de 2h. Na prática, os tripulantes 
preferem intervalos entre 30min e 1h. No entanto, para 
as empresas, tais intervalos dificultam a programação, 
pois para a cobertura de todos os tramos acaba sendo 
requerida uma maior quantidade de tripulantes. Geran-
do serviços com intervalos compreendidos entre 1h e 2h 
(serviços viáveis, mas indesejáveis pelos tripulantes), 
bem como serviços com intervalos superiores à 2h (ser-
viços inviáveis e indesejáveis pelos tripulantes), conse-
gue-se cobrir mais facilmente os tramos. 

Assim, a inviabilidade dos serviços gerados diz res-
peito apenas à existência de um percentual máximo de 30% 
serviços com intervalos superiores à 2h, conforme acordo 
firmado entre as empresas e os trabalhadores. No que con-
cerne às demais restrições operacionais e trabalhistas, ne-
nhuma delas é violada pelo modelo proposto. 

Na Figura 1, é apresentada uma ilustração das matri-
zes A e B objetivando uma melhor compreensão do mode-
lo matemático proposto. Seja uma instância do VCSP com 
m=7, n=4 e p=3, isto é, tem-se uma matriz A com 4 serviços 
viáveis e uma matriz B com 3 serviços inviáveis para a 
co-bertura de 7 tramos. Uma solução para o problema 
seria 
x = (1 1 1 0) e  y = (0 0 1), sendo cobertos todos os 
tramos e sem sobreposição de serviços (overcovers).

Matriz A Matriz B
1 0 0 0 1 0 0

0 1 0 0 0 1 0

0 0 1 0 0 0 0

1 0 0 0 0 0 1

0 1 0 0 1 0 0

0 0 1 0 0 1 0

0 0 0 1 0 0 1

Figura 1:  Ilustrando o conceito de múltipla cobertura do modelo 
proposto.

4. ALGORITMO GENÉTICO MULTIOBJETIVO
PROPOSTO

A otimização multiobjetivo procura obter soluções 
denominadas soluções não-dominadas. Graficamente, tais 
soluções assumem a forma de uma curva denominada fron-
teira de Pareto. Considere-se um problema de maximiza-
ção, onde x é um vetor de variáveis de decisão, fj(x) um 
conjunto de funções objetivo e D o conjunto de soluções 
viáveis. Uma solução x ∈ D é não-dominada (ótima de Pa-
reto) se não existe nenhum x’∈ D tal que ∀j, fj(x’) ≥ fj(x) e 
fj(x’) > fj(x) para pelo menos um j.

De acordo com Deb (2001), a otimização multiob-
jetivo possui duas finalidades distintas: (i) descobrir so-
luções tão próximas quanto possível da frente de Pareto; 
e (ii) encontrar soluções tão diversas quanto possível na 
fronteira de Pareto. Estes objetivos são conflitantes: o pri-
meiro reflete a proximidade das soluções não-dominadas 
relativamente à frente de Pareto e o segundo refere-se à di-
versidade das soluções não-dominadas ao longo da apro-
ximação da fronteira de Pareto. Ainda de acordo com Deb 
(2001), os algoritmos genéticos são extremamente propí-
cios para serem aplicados na otimização multiobjetivo por 
trabalharem com uma população de soluções.

Konak et al. (2006) apresenta um levantamento 
dos algoritmos genéticos multiobjectivos existentes. Com 
base na análise da literatura existente, procurou-se optar 
por um dos algoritmos com base nos seguintes critérios: 
qualidade das soluções, desempenho computacional e fa-
cilidade de implementação algorítmica. 

Nos diversos resultados reportados em Zitzler e 
Thiele (1999), Corne et al. (2000), Zitzler et al. (2001) 
e Corne et al. (2001), pode-se ressaltar que os algoritmos 
que apresentaram os melhores resultados foram SPEA-II, 
NSGA-II e PESA-II. Diante do levantamento realizado, 
com base em critérios de eficácia e eficiência, não se pode 
concluir sobre um melhor algoritmo. Entretanto, sob o 
prisma da implementação, a abordagem PESA-II é mais 
simples do que SPEA-II e NSGA-II. Com base neste últi-
mo critério, justifica-se a adoção do PESA-II como abor-
dagem a ser adotada. 

O PESA (CORNE et al., 2000)  consiste numa me-
taheurística evolucionária multiobjetivo baseada no con-
ceito de hipergrade (hiper grid). Uma hipergrade é uma 
grade no hiperplano, a qual tem por objetivo controlar a 
densidade de soluções no espaço normalizado dos obje-
tivos. Tal mecanismo é de fundamental importância para 
a eficiência dos operadores de seleção, bem como para a 
manutenção da diversidade da população.

A estratégia de subdividir o espaço de soluções em 
hipercubos tem a finalidade de permitir a avaliação da 
densidade de soluções em uma dada célula do grid. Célu-
las com menor densidade de soluções são preferíveis a cé-
lulas com maior densidade de soluções. Isto ocorre porque 
hipercubos com menor densidade de soluções representam 
regiões promissoras da frente de Pareto que apresentam 
uma baixa representatividade na população corrente.

A densidade de um hipercubo é dada pelo número 
de soluções não dominadas nele contido. Cada hipercubo 
é definido por faixas de valores admissíveis das funções 
objetivo. Ao avaliar a aptidão de uma solução com base 
nos objetivos em análise, pode-se determinar a qual hi-
percubo a solução pertence. Explorar células com menor 
densidade de soluções, além de incorrer em uma melhor 
exploração das regiões próximas da fronteira de Pareto, 
ajuda também a evitar uma possível convergência prema-
tura da população.

O conceito de densidade das células do PESA é am-
pliado como um critério para a qualidade das soluções, 
gerando o algoritmo PESA-II (CORNE et al., 2001).  Nes-
ta abordagem, na aplicação de um operador de seleção, 
como, por exemplo, o torneio binário, uma célula que é 
esparsamente ocupada tem maior chance de ser selecio-
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nada do que uma célula densamente ocupada. Uma vez 
que uma dada célula é selecionada, uma dentre as soluções 
que compõem a célula é selecionada aleatoriamente para o 
emprego dos operadores genéticos.

O algoritmo que se propõe neste trabalho é baseado 
na heurística PESA-II. No Quadro 1, é ilustrado o algorit-
mo PESA-II proposto para resolução do VCSP. 

Quadro 1: Algoritmo PESA-II proposto para o VCSP.

Passo 1: Gerar aleatoriamente e avaliar uma população de 
soluções.

Passo 2: Dividir o espaço normalizado dos objetivos em 
ngridk hipercubos.

Passo 3: Atualizar o conjunto de soluções não-dominadas Pe.

Enquanto geração atual ≤ número máximo de gerações, faça

Passo 4: Efetuar seleção por torneio entre hipercubos.

Passo 5: Realizar o cruzamento uniforme com pc=100%.

Passo 6: Realizar mutação do filho gerado com pm=100%.

Passo 7: Aplicar os procedimentos DROP e ADD.

Passo 8: Avaliar a aptidão da solução gerada.

Passo 9: Atualizar Pi e Pe. Incrementar o número de 
gerações.

Fim-do-enquanto

Imprimir o conjunto de soluções não-dominadas obtido

A população de soluções é denominada Pi e a po-
pulação de soluções não-dominadas é denominadas Pe. 
Após a geração da população inicial, é gerada a popu-
lação de soluções eficientes, a qual é atualizada a cada 
geração. A seleção é efetuada com base nos hipercubos 
e não nas soluções, como ocorre com o GA tradicional. 

A cada geração é gerada uma nova prole, a qual so-
fre mutação. Em seguida, são aplicados os procedimentos 
de melhoria (reparo da viabilidade e inserção de novas co-
lunas, caso possível). Por fim, atualizam-se Pi e Pe. Todas 
as etapas do algoritmo proposto são detalhadas a seguir.

Codificação 
Considere-se um vetor de dimensão m, em que m é 

o número de variáveis de decisão (ou seja, quantidade de
serviços gerados). Se xj = 1 a j-ésima variável de decisão 
fará parte da solução; caso contrário, se xj = 0, a j-ésima 
variável de decisão não fará parte da solução.

Formação dos hipercubos
A formação de hipercubos é controlada por um pa-

râmetro ngrid que define o número de subdivisões dos 
eixos do espaço das funções objetivo. O espaço das fun-
ções objetivo deve ser limitado e normalizado pelos valo-
res mínimos e máximos das funções objetivo em análise.

Geração da população inicial
A população inicial é gerada de forma aleatória, 

levando em conta a viabilidade das soluções geradas, de 
modo que são gerados apenas indivíduos viáveis, ou seja, 
sem a sobreposição de serviços (overcovers), atendendo 
ao conjunto de restrições do tipo (4). Sobre a questão dos 
serviços com folgas superiores à 2h, o algoritmo respeita 
os conjuntos de restrições dos tipos (3) e (5).

No início do algoritmo todas as colunas pertencem 
à lista de colunas disponíveis. Em seguida, uma coluna 
xj, selecionada aleatoriamente, é adicionada à solução. A 
lista é então atualizada, sendo removida a coluna inseri-
da e as demais colunas que cobrirem as mesmas linhas 
cobertas pela coluna inserida, de modo que as próximas 
inserções satisfaçam as restrições apresentadas.

Avaliação das soluções não-dominadas
Após a geração da população, esta é subdividida 

em duas populações: uma população interna Pi  e uma 
população externa Pe. As soluções não dominadas são 
armazenadas em Pe enquanto as demais soluções são ar-
mazenadas em Pi. 

Seleção
A seleção dos pais a serem cruzados é efetuada por 

um torneio com características variáveis, as quais se re-
lacionam com a densidade dos hipercubos. No algoritmo 
proposto, os pais a serem selecionados não são soluções, 
mas sim hipercubos. Os hipercubos mais aptos, ou seja, 
aqueles com menores valores de densidade, serão esco-
lhidos como pais. 

A seleção será feita por torneio binário tradicio-
nal sempre que existirem quatro ou mais hipercubos com 
densidade maior ou igual a 1. Neste caso, selecionam-se 
4 hipercubos e são realizados torneios com dois deles.

Quando o número de hipercubos com densidades 
maiores ou iguais a 1 é inferior a 4, situação esta que 
ocorre mais frequentemente nas  primeiras gerações da 
busca, procede-se conforme descrito a seguir. Selecio-
nam-se 2 hipercubos para a realização de um torneio. 
Após a seleção do hipercubo, seleciona-se uma solução 
pertencente ao hipercubo vencedor do torneio. Esta so-
lução será recombinada com uma solução pertencente à 
população interna, escolhida aleatoriamente. 

No caso em que só existe um hipercubo com densi-
dade maior ou igual a 1, seleciona-se aleatoriamente uma 
solução deste. Em seguida, seleciona-se aleatoriamente 
uma solução da população interna.

Recombinação
O cruzamento é efetuado com probabilidade igual 

a 100%, ou seja, a cada geração, é gerada uma nova solu-
ção. O tipo de cruzamento utilizado foi o uniforme. Cada 
gene da solução filho a ser gerada é gerado com base 
numa distribuição de Bernoulli, na qual uma variável 
aleatória discreta b recebe um valor 0 ou 1. Se b é igual 
a 0, o filho receberá o valor correspondente ao gene do 
primeiro pai. Se b é igual a 1, o filho receberá o valor 
correspondente ao gene do segundo pai.

Mutação
A operação de mutação ocorre da seguinte forma: é 

gerado um número aleatório compreendido no intervalo 
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[0,100] e se este é menor ou igual à probabilidade de mu-
tação considerada, o operador de mutação é acionado. É 
gerado um número aleatório r compreendido no intervalo 
[0,m] e o bit correspondente ao número aleatório gerado 
é invertido (por exemplo, se xr = 1 muda-se xr para 0 e se 
xr = 0 muda-se xr para 1).

Procedimento de melhoria
Os procedimentos DROP e ADD foram adaptados 

do Set Partitioning Problem (BEASLEY e CGU, 1998). 
O Procedimento DROP consiste em corrigir uma solu-
ção inviável, selecionando aleatoriamente uma coluna a 
descobrir a linha e remove a coluna na solução. O Pro-
cedimento ADD consiste em selecionar aleatoriamente 
uma coluna e inseri-la na solução, sem infringir nenhuma 
restrição.

O procedimento DROP é descrito no Quadro 2. 
DROP tem por objetivo eliminar os overcovers. Enquan-
to a soma dos elementos de w maiores que 1 for dife-
rente de zero, existirão overcovers a serem corrigidos. 
A seleção das colunas a serem removidas da solução é 
realizada de forma aleatória, de modo a evitar alguma 
convergência prematura de colunas na solução.

Quadro 2: Procedimento DROP.

Pode-se observar que nesta heurística de reparos 
não é analisada a restrição inerente ao número máximo de 
colunas. Esta análise é realizada pelo procedimento ADD, 
descrito no Quadro 3, que atualiza a lista de colunas dis-
poníveis (AV) e a quantidade de colunas da solução (col). 
ADD permite a inserção de colunas que não infringem as 
restrições de igualdade na prole gerada, cuja viabilidade foi 
devidamente corrigida.

Quadro 3: Procedimento ADD.

5. ESTUDO DE CASO

A cidade de Fortaleza, capital do Ceará, Estado 
situado na Região Nordeste do Brasil, é uma das me-

trópoles regionais brasileiras em crescente expansão. É 
a cidade brasileira com maior densidade populacional, 
possuindo cerca de 2,5 milhões de habitantes, distribuí-
dos em apenas dois milésimos do território cearense, os 
quais representam aproximadamente um terço da popula-
ção do Estado. Considerando sua Região Metropolitana, 
a população de Fortaleza é superior aos três milhões e 
oitocentos mil de habitantes.

O transporte público em Fortaleza é composto 
por quatro modos: os ônibus, o transporte complemen-
tar (topics ou vans), os táxis e os mototáxis. Os modos 
que realizam o transporte de uma grande quantidade de 
passageiros são os ônibus e o transporte complementar 
(também chamado de transporte alternativo). 

A Empresa de Transporte Urbano de Fortaleza – 
ETUFOR é a empresa responsável pela programação dos 
veículos que operam no serviço de transporte alternativo 
em Fortaleza. O sistema de transporte coletivo por ônibus 
em Fortaleza é denominado Sistema Integrado de Trans-
portes – SITFOR. Atualmente, a rede de atendimento do 
SITFOR é composta por: sete estações de ônibus fechadas 
e integradas; duas estações de ônibus abertas e não inte-
gradas; rede de mais de 200 linhas, em sistema tronco-a-
limentado; e cerca de 3700 paradas para ônibus. Apesar 
de tal complexidade, a programação dos veículos ainda é 
efetuada manualmente, o que incorre num elevado tempo 
de planejamento e em soluções cujas qualidades ainda po-
deriam ser significantemente melhoradas.

De um modo geral, as linhas que operam no SI-
TFOR podem ser agrupadas em três grandes classes: 
linhas que fazem integração de caráter bairro-terminal, 
linhas que fazem integração entre um terminal e o centro 
da cidade e linhas que integram duas ou mais estações.

Diante do fato de que a programação de veículos 
em Fortaleza requer a geração de um conjunto de servi-
ços inviáveis, um processo enumerativo, tal como Dep-
th-First Search, poderia incorrer em custos computacio-
nais proibitivos no processo de otimização. Portanto, 
optou-se por gerar serviços heuristicamente, conforme 
ilustrado no Quadro 4.

O algoritmo procura gerar serviços com uma folga 
para lanche, alocando as demais viagens com a menor 
folga possível (se possível, com folga nula). Deste modo, 
a heurística procura gerar serviços com folgas tão peque-
nas quanto possível. A matriz A foi gerada com folgas 
com duração no intervalo [30;60], enquanto a matriz B 
foi gerada superiores a 60 minutos. Não foram gerados 
serviços com horas-extras, mas apenas serviços com uma 
duração máxima de 07h20min.

Quadro 4: Procedimento para geração de serviços.

Enquanto k ≤ w faça
para i=1 até m faça

para j=1 até m faça
alocar viagens aos serviços com a menor
folga possível, alocando uma folga
por serviço

fim-do-para
fim-do-para

fim-do-enquanto
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w ← Α × xT

enquanto (soma(w>1)≠0) faça
    para i=1 até n
        se wi≥2 então
            seleciona aleatoriamente coluna a descobrir a linha
            remove a coluna na solução            
            w ← Α × xT              
        fim-do-se
    fim-do-para    
fim-do-enquanto

Atualiza AV 
Atualiza col 
enquanto AV ≠∅ ou col ≤ d faça
      selecionar aleatoriamente uma coluna xj  
      solução ← xj

      Atualiza AV
      col ← col +1
fim-do-enquanto



Outro problema que os tempos ociosos acarretam 
é a ineficiência do uso das tripulações, visto que, como 
os changeovers são proibidos, veículos e tripulações for-
mam um só recurso. Durante a jornada de trabalho, obri-
gatoriamente ocorre uma parada (não-remunerada) para 
refeição. Os demais tempos em que os veículos ficam 
ociosos incorrem em tempos que os tripulantes também 
não executam atividades, mesmo sendo remunerados.

A outra questão referente aos tempos ociosos é que 
jornadas com paradas longas, ou seja, entre uma e duas 
horas, geram reclamações entre as tripulações. Portanto, 
os tempos ociosos dos veículos também influenciam a 
qualidade dos serviços gerados, sob a ótica dos tripulan-
tes.

A otimização multiobjetivo possui duas finalida-
des distintas (DEB, 2001): (i) descobrir soluções tão 
próximas quanto possível da fronteira de Pareto; e (ii) 
encontrar soluções tão diversas quanto possível na fron-
teira de Pareto. Estes objetivos são conflitantes: o pri-
meiro reflete a proximidade das soluções não dominadas 
relativamente à frente de Pareto e o segundo refere-se 
à diversidade das soluções não dominadas ao longo da 
aproximação da fronteira de Pareto.

Uma dificuldade da avaliação de metaheurísticas 
multiobjetivo é que, em muitos casos, a fronteira de Pa-
reto não é conhecida. Deste modo, a determinação de 
quão próximas e diversificadas são as soluções geradas 
pelas metaheurísticas pode ser um pouco imprecisa. 

Existem diversas métricas para avaliação de mé-
todos de otimização multiobjetivo, as quais são classifi-
cados em três grupos (DEB, 2001): (i) métricas que ava-
liam à proximidade à fronteira de Pareto; (ii) métricas 
que avaliam a diversidade das soluções não-dominadas; 
e (iii) métricas que avaliam proximidade e diversidade. 
Nesse contexto, optou-se por adotar uma métrica que 
avaliasse tanto a proximidade quanto a diversidade, visto 
que estes dois objetivos são fundamentais quando se tra-
ta de otimização multiobjetivo. 

A métrica escolhida foi a do hipervolume, devido 
sua fácil implementação e ao fato de que, mesmo desco-
nhecendo com exatidão a frente de Pareto para um dado 
problema, o hipervolume de um conjunto de soluções 
não-dominadas pode propiciar informação acerca da 
qualidade das soluções geradas.

A métrica do hipervolume pode ser explicada 
como segue: considere-se um problema de otimização 
multiobjetivo no qual todos os objetivos são de mini-
mização. Dado um ponto de referência W, cada solução 
não-dominada delimita um hipercubo com relação à W. 
O ponto de referência W pode representar as coordenadas 
equivalentes aos piores valores possíveis no espaço das 
funções objetivo. Seja |Q| a cardinalidade do conjunto 
de soluções não dominadas, a união dos i volumes (mu-
tuamente exclusivos) destes hipercubos compreende o 
hipervolume HV:

(10)
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Deve-se observar que quanto maior o valor de HV, 
mais distante do ponto W se encontram as soluções gera-
das, e, por conseguinte, mais próximas da frente e mais e 
diversificadas ao longo da frente elas estão. 

Os parâmetros utilizados no algoritmo PESA-II são 
apresentados a seguir: tamanho da população (maxpop): 
100; número de gerações (maxgen): 10000; probabilidade 
de mutação (pmut): 100%; espaçamento da grade (ngrid): 
25. Tais parâmetros foram ajustados empiricamente após
alguns testes computacionais, permitindo a análise do 
comportamento dos algoritmos.

Foram escolhidas três instâncias a serem testadas, 
no caso as linhas 905, 122 e 070, com vista a avaliar os 
benefícios da abordagem multiobjetivo em relação à prá-
tica corrente. A linha 905 é uma linha de caráter circular 
(bairro – centro da cidade), e as linhas 122 e 070 são linhas 
que partem de um terminal para um bairro. 

Na Tabela 1, são apresentadas as características das 
instâncias analisadas. A coluna 1 consiste na identificação 
da instância, a qual é representada pelo número da linha. 
Na coluna 2 apresenta-se o número de viagens da linha. 
Na coluna 3 apresenta-se o número de serviços viáveis 
gerados, enquanto na coluna 4 apresenta-se o número de 
serviços inviáveis gerados. 

Na coluna 4 é ilustrado o tempo de ciclo da linha. 
Deve-se ressaltar que, no sistema de transporte público 
por autocarros de Fortaleza, o tempo de ciclo varia ao lon-
go do dia. Assim, é apresentada a moda da variável tempo 
de ciclo. Na coluna 5 é apresentada a quantidade máxima 
de serviços viáveis a comporem a solução. Na coluna 6, 
a quantidade máxima de serviços inviáveis a comporem 
a solução.

Tabela 1: Características das instâncias.

1.
Instância

2.
m

3.
n

6.
p

4.
 ciclo (min)

5.
d 

6.
γ

905 49 258 258 72 8 2
122 64 440 440 51 8 2
070 83 295 302 108 22 7

6. RESULTADOS OBTIDOS

Para a compreensão dos resultados reportados, 
deve-se recordar que |Q| representa a cardinalidade do 
conjunto de soluções não dominadas, t representa o tem-
po de execução do algoritmo e HV denota o hipervolume 
compreendido pelo conjunto de soluções não-domina-
das obtido em cada execução do PESA-II. 

Tendo em vista que a metaheurística PESA-II 
é um processo de amostragem aleatória, optou-se por 
executar o algoritmo 10 vezes, para avaliar o compor-
tamento médio do mesmo, em termos de qualidade de 
solução obtida e de tempo de processamento. O algorit-
mo proposto foi implementado em MATLAB. Os testes 
foram realizados num processador Genuine Intel 1.86 
GHz com 1GB de memória RAM. Os resultados compu-
tacionais, para as três instâncias selecionadas, são apre-
sentados na Tabela 2.
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Tabela 2: Resultados computacionais.

execução
905 122 070

|Q| t(s) HV |Q| t(s) HV |Q| t(s) HV

1 17 100,1 148776 21 277,2 190434 8 329,7 707863

2 9 104,5 145814 20 275,9 189644 12 339,7 726740

3 15 102,8 151593 20 281,7 189412 11 324,2 743178

4 18 104,7 152129 18 265,4 183209 10 371,9 725934

5 13 104,3 152540 18 239,2 174032 9 350,2 704636

6 15 102,1 149063 25 262,8 196520 5 318,7 698300

7 19 105,1 155748 24 249,7 183668 10 305,4 669251

8 12 96,3 145056 19 245,4 183722 11 318,6 700386

9 17 99,1 155068 19 277,5 188619 9 334,0 706808

10 17 102,4 152218 24 232,1 166091 11 326,7 696232

média 15 102,1 150800,5 21 260,7 184535,1 10 331,9 707932,8
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As soluções reais implementadas na prática do sis-
tema de transporte público de Fortaleza, para as três ins-
tâncias em estudo, assim como as melhores soluções ob-
tidas pelo algoritmo proposto, são apresentadas na Tabela 
3. As soluções são avaliadas com relação às duas funções
objetivo em questão: minimização de tramos descobertos 
(f1) e minimização de tempos ociosos (f2), expressos em 
minutos. As soluções geradas manualmente pelos plane-
jadores da ETUFOR são comparadas com um conjunto de 
5 soluções não-dominadas geradas pelo algoritmo PESA
-II. Para cada instância, foram adotadas as soluções não-
dominadas da execução do algoritmo que apresentou um 
maior hipervolume.

Com base na aproximação da frente de Pareto ob-
tida para as três instâncias analisadas (Figura 2), pode-se 
afirmar que a solução manual da ETUFOR foi dominada 
por todas as soluções geradas pelo Algoritmo Genético 
Multiobjetivo proposto. 

No que se refere à instância 905, a solução ND5 
possui a mesma quantidade de tramos descobertos cons-

Tabela 3: Soluções obtidas para as instâncias analisadas.

Instância 905 Instância 122 Instância 070

Solução f1 f2 Solução f1 f2 Solução f1 f2

ETUFOR 8 367 ETUFOR 10 676 ETUFOR 12 1691

ND1 4 235 ND1 6 341 ND1 5 581

ND2 5 199 ND2 7 340 ND2 6 574

ND3 6 193 ND3 8 257 ND3 7 497

ND4 7 157 ND4 9 256 ND4 8 377

ND5 8 153 ND5 10 251 ND5 9 324

tante na solução da ETUFOR, mas possui um tempo ocio-
so que corresponde a 42% do tempo ocioso da solução da 
empresa supracitada. No que se refere à instância 122, a 
solução ND5 possui a mesma quantidade de tramos desco-
bertos constante na solução da ETUFOR, mas possui um 
tempo ocioso que corresponde a 37% do tempo ocioso da 
solução da empresa supracitada. No que se refere à ins-
tância 070, as cinco soluções não-dominadas apresenta-
das apresentam melhor desempenho, em relação à solução 
manual gerada pela ETUFOR, para os dois critérios em 
análise. Dos resultados obtidos, percebe-se que há uma 
relação de trade-off entre o objetivo minimização do nú-
mero de tramos descobertos e o objetivo minimização dos 
tempos ociosos. 

A abordagem proposta consiste em uma importan-
te ferramenta de apoio à decisão para os planejadores do 
sistema, visto que podem fornecer soluções de qualidade, 
com baixo custo computacional e considerando múltiplos 
critérios, sem a necessidade da determinação de pesos 
para a ponderação destes.
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 Figura 2: Aproximação da Fronteira de Pareto para as instâncias 905, 122 e 070.



7. CONCLUSÕES

Neste trabalho foi apresentada uma abordagem mul-
tiobjetivo para o problema de programação integrada de 
veículos e tripulações. Para a geração de aproximações da 
fronteira de Pareto, foram desenvolvidos algoritmos híbri-
dos baseados na metaheurística evolucionária PESA-II.

No que concerne ao estudo de caso, pode-se salien-
tar que a abordagem baseada em otimização multiobjetivo 
incorreu em soluções de melhor qualidade do que as im-
plementadas na prática corrente, sob o prisma dos critérios 
analisados.

O automatismo na obtenção de soluções também é 
um grande benefício das abordagens propostas, visto que, 
em Fortaleza, apesar do porte do sistema de transportes cole-
tivos desta cidade, este ainda é planejado manualmente, exi-
gindo um grande esforço o qual pode ser significativamente 
reduzido pela adoção de um procedimento automático.

Em conclusão, pode-se afirmar que uma abordagem 
multiobjetivo para o VCSP, tal como a desenvolvida neste 
trabalho, deverá permitir um planejamento de melhor qua-
lidade, assim como mais flexível, no sentido de fornecer ao 
decisor a possibilidade de escolher soluções entre um con-
junto de alternativas, sem a necessidade de arbitrar pesos 
para a ponderação dos critérios em análise.
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